Twierdzenie o wiriale:

Rozwazmy czastke P o masie m, na ktora dziala sita F:

-%:‘F

{
W inercjalnym uktadzie odniesienia:
M_FooF
dt
av . = .
m E = F r (1)
Mozna zauwazyc¢, ze:
d . . dr . _ dv ) v
m—(r -v):m—-v+mr —=mv +m—-r,
dt dt 4 t
U
mﬂ-F = mi(F-ﬁ)—mvz.
dt d
gdzie v jest modutem predkosci. Podstawiajac to do rownania (2) mamy:
mi(F-ﬁ):ﬁ-?+mv2.
dt

Usredniajac to po czasie t dostajemy:
m<i(?-§)>:<]3-17>+m<v2>. (2)
Rozpisujac lewa strong mamy:
d . . lrd, . . I 1
<E(r v)> = ;{E(l” -v)dt z;[r -v]o.

Zat6zmy, 7e czastka porusza si¢ w ograniczonym obszarze przestrzeni ze skoniczong
predkoscia. Wtedy, ze wzgledu na skonczong wartos$¢ iloczynu 7 - v , powyzsze wyrazenie
dazy do zera, o ile czas usrednianiaz — .

Tak wigc wzor (2) upraszcza si¢ wtedy do postaci:

m{v?)=~{F -7,

2(E,)=~(F 7).
Jest to tzw. twierdzenie o wiriale.

~

lub:

[éwiczenia — przyklady]



Mozna twierdzenie o wiriale uog6lni¢ na przypadek uktadu ztozonego z N czastek o
jednakowych masach m. Dla kazdej czastki mozna napisac:

2E,,)=~(F, ‘%), i=1..N (3)

Dodajac do siebie wszystkie rownania (3), otrzymujemy:

2N(E,) = —<ZF,. F> )

poniewaz: |
Z(Ek,,) =N(E,,)=N(E,).

Zadna z czastek nie jest wyrdzniona.

Ogodlnie site dziatajaca na czastke mozna zapisac:

Mozna pokazac, ze:

1

<ZF:- > =<ZF:,Z -f,->+<ZF:j >

Tak wigc rownanie (4) przepisa¢ mozna w postaci:

i

N<Ek>=—§<ZE,z-ﬁ>—%<ZE-Fﬁ>- (5)

Sprobujmy policzy¢ wielkosé <Z 13,.,2 . 17l> . W tym celu rozwazmy dla wygody uktad N

czastek w naczyniu szeSciennym, o dlugosci bokéw /. Obierzmy uktad wspotrzednych,
ktérego poczatek pokrywa sig z jednym z wierzchotkow szes$cianu:

2}
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X
Przy zderzeniach ze $ciankami na czasteczki zawarte w naczyniu dziataja sity zewngtrzne:
F:‘,z = F:‘,n + F:‘,t >

gdzie Ii’n jest sktadowa sity prostopadta do $cianki a ﬁi,t jest sktadowa styczna do $cianki.



Mamy:
(F.-F)=(F, F)+(E,F)

I
0
bo kierunki padania czastek na $ciankg sa przypadkowe.
Srednia z iloczynu <131.,n r > takze wynosi zero dla $cian lezacych w ptaszczyznach x-y, x-z,
y-z, gdyz wowczas dtugo$¢ promienia » wynosi zero. Dla pozostatych $cian $rednia ta
Wynosi:
(F#) =,

i,n

1,
gdzie F;, jest sita oddziatywania czastki ze $cianka. Stad mamy:

<zﬁ;’” 'F> :_I<ZE,,,> =—IF =—pl> =—pV

dla jednej $cianki. Dla wszystkich §cian réwnanie (5) mozna wigc napisa¢ w postaci:

3 1 =
N<Ek>:_pV__ ZFij'rij
2 2\
réwnanie stanu oddziatywania pomigdzy
gazu doskonatego czasteczkami

Zasada zachowania energii.

W ramach termodynamiki fenomenologicznej rozwazaliSmy prace wykonana przez gaz:

dx

’

Ty

quk! = ﬁ'wew ' df = pdV .

Rozwazmy elastyczne zderzenia czastek z poruszajaca si¢ Sciang (tlokiem):

Zatozmy tez, ze u << <\7> .
Przed zderzeniem z tlokiem:
v, =veos®, v, =vsin®.
Po zderzeniu:
Vi =Y, v =—(v, —2u). [¢wiczenia]

Lo =lp?+lmy ’ =
E,=gmv: =smy +ymv,~ =E +E ,



b =Eys
ale zmiana energii kinetycznej czastki AE, = E;| — E;, <0, zatem catkowita energia
kinetyczna czastki zmalala na koszt energii kinetycznej ttoka.

Statystyka Maxwella — Boltzmanna.

Rozpoczniemy od wprowadzenia pojgcia przestrzeni fazowe;.

Stan czastki mozna okresli¢ jednoznacznie w okreslone;j
chwili przez podanie zbioru {x, VsZ,Pys Dy P },
okreslajacych jej potozenie i ped w trojwymiarowe;j

m s v przestrzeni. W ten sposob tworzymy nowa, 6-wymiarowa
przestrzen potozen i pgdow zwana przestrzenia fazows dla

= jednej czastki.
/ y

X

Jednowymiarowej przestrzeni potozen odpowiada 2-wymiarowa przestrzen fazowa:

24

< Trajektoria czastki swobodnej poruszajacej si¢ wzdtuz osi x.

Dla N czastek bedziemy postugiwac si¢ 6N-wymiarowa przestrzenia fazowa I'.
Ruch uktadu okresla zbior potozen punktu okreslajacego jego stan w danej chwili. Wedruje
on w przestrzeni fazowej po hiperpowierzchni statej energii.
W tej przestrzeni definiujemy element objetosci:
- dla jednej czastki:
dU = dxdydzdp . dp dp .,

- dla uktadu N czastek:
N
dr = deidyidzidpxidpyidpzi .
i=l1
Mikrostan uktadu jest okreslony, jesli wspotrzedne wszystkich czastek uktadu zawarte sa w
dl'. Kazda dozwolona komorka przestrzeni I" okresla 1 mikrostan uktadu.

Wprowadzmy funkcje f (xl. 3 VisZis Do Pyio P )i=1 , okreslajaca gestos¢ prawdopodobiefistwa

znalezienia uktadu w okres$lonej komorce przestrzeni fazowej. Prawdopodobienstwo to
wyniesie:

N
S vz pas s 2 ] [ didv,dz,dp ydp dp

i=1



Hipoteza Boltzmanna: wszystkie mikrostany odpowiadajace jednakowej energii £ uktadu sa
jednakowo prawdopodobne:

f= f(E(xi9yi9Zi’pxi9pyi9pzi))'

Hipoteza ergodyczna:

Rozwazmy odosobniony uktad N czastek w stanie rOwnowagi, przedstawiajacej pewien
ustalony stan makroskopowy. Wskutek ruchu czastek i ich zderzen stan mikroskopowy ulega
ciagtej zmianie:

\ Punkt odpowiadajacy uktadowi w przestrzeni fazowej

) _ _ wedruje po hiperpowierzchni E=const.
hiperpowierzchnia E=const 1< PO HPEP

3N wspohrzednych pedu

3N wspdhrzednych poloZe;ia

Powstaje pytanie: czy w dostatecznie dtugim czasie uktad startujacy z okreslonego punktu tej
hiperpowierzchni moze osiagna¢ jej inny, dowolny punkt? Twierdzaca odpowiedz na to
pytanie to wiasnie hipoteza ergodyczna Boltzmanna. Dzi$ wiadomo, zZe nie jest ona
prawdziwa, zastapi¢ ja nalezy hipoteza kwazi-ergodyczna: po dostatecznie dlugim czasie
uktad moze si¢ znalez¢ dowolnie blisko zadanego punktu hiperpowierzchni E=const.

Przestrzen p.

Alternatywnie uktad N czastek mozna opisa¢ jako zbior N punktéw w 6-wymiarowej
przestrzeni x,y,z,p.,p,,p.:

Przestrzen p = przestrzen geometrycznax, y, z + przestrzen pedow py, p,, p-.

Rozwazmy uktad odosobniony zajmujacy objgtos¢ V1 majacy catkowita energig
N
U = ZE . = const . Punkty reprezentujace uktad moga poruszac si¢ w objgtosci V przestrzeni
i=1
geometrycznej oraz w objetosci kuli o promieniu +/2mU w przestrzeni pedoéw (gdyz
px2 +p yz + pz2 <2mU - czastka moze mie¢ co najwyzej catkowita energi¢ uktadu).
Bedziemy szukali funkeji ftakiej, ze f(x,v,2,p,,p,, p. Mxdydzdp dp dp. okresla

prawdopodobienstwo znalezienia czastki w elementarnej komorce przestrzeni p. Zgodnie z
hipoteza Boltzmanna:

f :f(E(x,y,z,px,Py,Pz))'

Jak jednak pokazaliSmy wczesniej, w przestrzeni geometrycznej czastki sa rownomiernie
roztozone, zatem:

f=flEp,.p,.p.).



