Rozklad Boltzmanna.

Rozwazmy odosobniony uktad N czastek (N=const, U=const). Zal6zmy, ze czastki uktadu
moga mie¢ tylko Scisle okreslone energie E1,E»,....E, (energia czastek jest skwantowana).
Niech n=n,(E;) oznacza liczbg czastek majacych energi¢ E;. Mozemy wtedy napisaé:

) U= ZniEl. = const ,

i=1

(**)y N= Zni = const
i=1
gdzie sumowanie wykonujemy po wszystkich dost¢pnych poziomach energetycznych.
Przyjmujemy, ze prawdopodobienstwo rozdzialu N czastek pomigdzy » komorek (poziomow
energetycznych) dane jest przez:
N!

H n,!
i=1
Postepujac podobnie jak poprzednio, mozemy napisac:
InP = lnN!—ZInnl.!z NlnN—an. Inn, .

P=

Bedziemy szukac takiego rozktadu, ktory jest najbardziej prawdopodobny, tzn. P=P,.
Mozemy napisac:
d(InP)= (NlnN—Zni lnnl.)z 0.

Na ten rozklad natozone sa dwa dodatkowe warunki:

dU = E.dn, |- f s,
metoda mnoznikow Lagrange’a
dN =Y dn, =0 |-~
Obliczamy tez jak poprzednio:
d(InP)==>(Inn, )dn, +
Dostajemy: Z(ln n,+ PE, +a)dn, =0,

dn; sa dowolne, zatem:

n, = exp(—a - ﬂEl)
Wzor ten nie uwzglednia faktu, ze ro6zne poziomy energetyczne moga by¢ zajmowane przez
czastki z r6znym prawdopodobienstwem. Niech g=gi(E;) bedzie prawdopodobienstwem
znalezienia czastki na poziomie i. Prawdopodobienstwo podziatu N czastek miedzy r
poziomow energetycznych begdzie dane wzorem:

I3

Hgin,-

P=N1E

Hni!
i=1

Obliczajac In P otrzymujemy:
InP = NlnN—N+Z(nl. Ing, —n,Inn, +n,)= NlnN+Z(ni Ing, —n,Inn,).

Stosujac metode mnoznikdéw Lagrange’a otrzymujemy:



ni(Ei ) =& exp(—a - ﬂEz)
Stala o mozna wyznaczy¢ z warunku:

N =3, =g expl-a—fE)=expl-a)- Y g, expl- fE,),

i=1

)_ N N
_z exp( ﬂE) Z

exp(—a

2

gdzie:
Z = Zgi exp(— BE,) - tzw. funkcja podziatu.

Mozna rozktad Boltzmanna zapisa¢ nastepujaco:

n(E)=> g el pE.).

gdzie g; jest liczba mikrostanéw odpowiadajacych danemu poziomowi energetycznemu.

Teraz mozemy przej$¢ od dyskretnych poziomdéw energetycznych do przypadku ciaglego
widma energii:
n, ( E, ) = dn ( E ) - liczba czastek majacych energie
w przedziale (E, E+dE).
Mozemy wowczas napisac:

anlE) =" expl(-pE)g(E)E

Z = [exp(~BE)g(E)dE ,
0
gdzie g(E)dE — okresla ggstos$¢ standw energetycznych.

Przyktad: klasyczny gaz jednoatomowy, zawarty w zbiorniku o objgtosci V. Zaniedbujemy
oddziatywanie pomiedzy atomami.

1 : :
E= —2 (px2 +py2 +p22) - energia czastki.
m
WprowadZmy pomocniczo funkcjg:

G(E)= I g(E")dE' - catkowita liczba mikrostanow o energii <E.
0

Jest to jednoczesnie objgtos¢ V'’ czesci przestrzeni p ograniczonej hiperpowierzchnia statej
energii E, podzielona przez obj¢tos¢ jednej komorki du, odpowiadajacej jednemu
mikrostanowi.

I dp.dp dp. = iVA‘—ﬂ( 2mE)3.

1 1
G(E) = — [ dvdvdzdp dp dp =—— [ dxdyd
(E) dyVI, lydzdp dp ,dp. dﬂl ydz S

pt2 +py2 +p22 <2mE

Mozemy teraz wyliczy¢ g(E):

g(E )—ﬁ



22V (2m)"* EV?

g(E)= a0

Jest to gestos¢ standw jednoatomowego gazu.

Sens fizyczny parametru B.

Rozwazmy uktad izolowany, ztozony z dwoch r6znych rodzajow czastek. Kazdy z tych
rodzajow nazwiemy poduktadem (np. jeden z mieszaniny gazow). Uklady wymieniaja
pomigdzy soba energig, ale $rednio przeptywu energii nie ma; temperatura uktadow jest
jednakowa.

E;,E; — poziomy energetyczne dostgpne dla obu rodzajow czastek.

Ze wgledu na zachowanie masy 1 energii:

N, = Zni = const ,
N, = an = const
J
U= ZniEi +anEj = const .
Jakie sa rozkllady n,-(E,»)ji n,(E;)? Prawdopodobienstwo termodynamiczne dane jest wzorem:

gini g"
P:[Nl!lj[n—i!}{zvij[ nf/! }

, n;
d(InP)=-YIn"tdn, -3 In—Ldn,.
i ; i &
Szukamy minimum In P, przyrdwnujac powyzsze wyrazenie do zera i narzucajac dodatkowe
warunki:

dN, =Y dn, =0,

Obliczmy d(In P):

1

dN, =Y dn, =0,
j
dU =Y dnE +) dnE, =0.
i j
Stosujac metod¢ mnoznikow Lagrange’a otrzymujemy:

. n.

Z[lniJrﬁEi +a1]dni +Z[ln—"+ﬁEj +a2]dnj =0.

i g i J Jj

Azeby to rownanie byto spelnione dla dowolnych dn;, dn;, musi zachodzi¢:
lnﬂjta1 +pE, =0,

1

n.
In—~+a,+pE; =0.
j
Stad:
ni(Ei): 8 exp(— a, _ﬁEi)’
”j(Ej): 8 exp(— @, _ﬁEj)‘

Uklady sa w rownowadze termodynamicznej = £ = (7).



Ten wynik jest zwigzany z zatozeniem, ze oba poduktady moga wymienia¢ energi¢. Gdyby
zatozy¢, ze energia kazdego z poduktaddw jest stata, wowczas byty by dwa rézne parametry
11 B2. Taka sytuacja moze sig realizowa¢ w pewnym stopniu w zjonizowanym gazie, gdyz
wymiana energii pomiedzy swobodnymi elektronami i jonami zachodzi bardzo powoli ze
wgledu na duza réznice mas:

B11PB2— B (powoli).

Rozklad Maxwella.

Zastosujemy teraz wyprowadzone poprzednio wzory dla N czastek gazu doskonatego w
objgtosci V. Obliczmy:

Z = [exp(~fE)g(E)dE = 2V (2m)” [exp(-pE)E*dE,
0 .
a poniewaz:
[exp(-BE)E dE =tz p ™",
0
wiec:

%
Z- L(zﬂ] |
du\ B
Mozemy wigc obliczy¢ rozktad dn(FE):

E"dE =

_ %
dn(E) = Y exp(- pE) g (EYdE = N—SPCEPE )3 2z@2m)
z v (zmy 24
du\ B
= NNz B”)E" exp(-BE)dE = N - f(E)dE ,
gdzie f(E) jest to funkcja rozkladu energii.

Rozktad dn(E) = Nf (E)dE nazywamy rozkladem Maxwella.

Mozemy wyliczy¢ Srednig energie czastek gazu:

TEf(E)dE

B2
j f(E)E

co tatwo policzy¢ wykonujac catke z licznika przez czgsci.
Podczas wyprowadzania rownania stanu gazu doskonatego otrzymalismy, ze
(E)=RT =2kT , tak wiec:

1
P
Mozemy teraz napisa¢ rozktad Maxwella w nastgpujacej postaci:

F(E) =2 (kT) " E” exp(— %j .
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Mozna pokaza¢, ze energia najbardziej prawdopodobna E,;:

E, =L1kT.
Mozemy takze rozktad Maxwella zapisa¢ w funkcji predkosci czastek:
@ dn dE dn

dv  dE dv dE
Mozemy napisac:

dn(v) = Nf (v)dv,

% :
m my 5
1) = (2 ij eXp(_ 2kTJ'4”V '

fv)
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Mozemy, jak poprzednio dla energii, obliczy¢:
2kT

v, =, —— - najbardziej prawdopodobna predkosc¢,
m

< > '[vf (v)dv—wfng - predkosc¢ srednia,
Vi = 1/ 1{3]{ - predkose srednia kwadratowa.



Dla rozktadu Maxwella mamy:

Vi > (V) > v

Mozemy rozktad Maxwella zapisa¢ we wspotrzednych kartezjanskich:
wyrazenie 4mv° — dv.dv dv_ (przejscie z uktadu wspotrzednych sferycznych do uktadu

wspotrzednych kartezjanskich). Dostajemy wtedy:

%
m m 2 2 2
Vo,V v )=|——| exp|—-——=W., +v  +v. .
Sy (2;sz) p[ 2kT( y )}
Mozemy wyznaczy¢ rozklad Maxwella dla jednej ze sktadowych, np. dla v,:

m 1 mv.) % my, | % my.’
di =Ndv |—— | exp|——=— | |dv, exp| — c|dv, exp| ——— | =
) V*[z;sz} LTk L R IeY?s [O P T

m % mv2
Y MY g = NFO Y
[2sz} XP| e [P = MY,

gdzie fprzedstawia rozktad normalny.

Efuzja i wiazki molekularne.

T=const

T

Lm——eeey 3

—

Mozna pokazaé, ze rozktad predkosci czastek wylatujacych ze zbiornika dany jest wzorem:

m 2 mv’
dn(v)=N| ——| v’ exp| — dv.
27kT 2kT

Rozktad ten byt wielokrotnie testowany eksperymentalnie.

Tak wyglada widmo predkosci
neutronow, wylatujacych z reaktora
- . jadrowego.

dI'l(V) I I T

T=450K

| I N R B e e—
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 v[l0Tcms]




