Gaz doskonaly w polu sil zewnetrznych.

Rozwazmy funkcj¢ podziatu:
Z= Zgi eXp(—BEi) s
i=l

gdzie r jest liczba pozioméw energetycznych a g; prawdopodobienstwem, ze dany stan
energetyczny moze by¢ zajmowany. Mozna tez rozumie¢ g; jako liczbg mikrostanow
odpowiadajacych danemu poziomowi. Mozemy napisaé:

Z = ﬁ:exp(—BEj) .

Dla ciaglego widma energii bedzie to:

3

" [ exp(~BE)dxdydzdv,dv,dv. ,
dp

7 = LIexp(—BE)dxddedpxdpvdpz =
dp V

a poniewaz:
E= %m(vx2 + vy2 + vzz),
wiec:
m’ m ( 2 2 m’V [ 2nkT % V 3,
Z= —Idxdydzjexp ——(vx +v," +v, ) dv.dv dv, = =—(2mmkT)" .
du 2kT ! Y du | m du

Dostalismy wigc identyczny wynik co poprzednio (rozktad Maxwella).

Rozktad czastek dany jest wzorem:

3
E, % ?
dn, = Eexp(— —j = E[ n } exp(— I;I:T jdxdydzdvxdvydvz .

zZ kT V| 2rnkT

Calkujac po wspotrzednych przestrzennych otrzymujemy poprzednio uzyskany wzor:

m % mV2
dn=N| exp| — Amvidy .
2nkT 2kT

Zajmiemy sig teraz gazem w jednorodnym polu grawitacyjnym dziatajacym wzdtuz osi Z,
gdzie:

E =imv’ +mgz.
Wtedy:
m’ mgz mv’ m® kT ¥
Z:—Idxdy-[exp -— dzJ.exp - dv dv,dv, =— A=—(2nmkT )",
du kT 2kT g du  mg

gdzie 4 jest powierzchnia podstawy naczynia z gazem. Rozktad czastek dany jest wzorem:

e Ly
dn = Nmg | _m exp _MmEETamy. dxdydzdv dv dv. .
AKT | 2rkT kT g

Calkujac po wspotrzednych predkosci mamy:

dn = %exp _mez dxdydz .
AkT kT



) . dn
Poniewaz

jest liczba czastek na jednostke¢ objetosci oraz pV = nkN ,T wigc

Nmg mgz mgz
=——=exp| ——— | = p, exXp| ———— |.
p= e -2 | p el -2

Jest to tzw. wzor barometryczny.

dxdydz
otrzymujemy:

Dla niewielkich wysoko$ci z mozna skorzysta¢ z przyblizenia liniowego:

mgz mgz
= exXpl ——— | & 1—— ~ - Z .
P =Py p( T j po( T j Py — P&

Rozklady czastek w mechanice kwantowej.

Dyskretne stany energetyczne grupujemy w przedziaty e, . W kazdym z takich przedzialow

mamy g; stanéw obsadzonych przez n; czastek (g; — czynnik degeneracji).
Czastki musza spetnia¢ warunki:
N = Z n,

$ (*)
E=>"ne,’
k

Bedziemy rozwazac¢ na ile sposobéw mozna utworzy¢ okreslone rozktady {n;,n,,ns,...}.
Rozwazmy czastki nierozréznialne:
1) fermiony (e, p, n, *He) — w kazdym stanie mozemy mie¢ tylko jedna czastke.
Stosuje si¢ do nich rozklad Fermiego-Diraca (F-D).
2) bozony (fotony, mezony, czastki o) — nie ma ograniczen na liczbg czastek w danym
stanie.
Stosuje si¢ do nich rozklad Bosego-Einsteina (B-E).

Ad.1. Rozklad Fermiego-Diraca:
!
WFD(nk,gk) = (gk) SN L
ny nk!(gk_nk)!
jest liczba podzialow n; czastek pomiedzy gi stanow (gx>ny). Dla catego rozkladu mamy:
!
W n = Ek- '
¢ H”k!(gk_nk)!
Ad.2. Rozklad Bosego-Einsteina:
WP (n )= n+g, -1 :(nk+gk_1)!
e 8 n, n Mg, —1)
k k
Dla catego rozktadu:
+g, - D!
WBE {n } — (nk k )
‘ 1:[ ny !(gk - 1)!

Dla rozktadu Maxwella-Boltzmanna (czastki rozréznialne) mamy:

W (n,,g)=g.",
czyli gx réznych permutacji dla n; czastek.



Calkowita liczba sposobow rozlozenia tych czastek jest dana wyrazeniem:

W {n}=

1772

Aby znalez¢ rozktad najbardziej prawdopodobny z dodatkowymi warunkami (*) stosujemy
metode mnoznikdéw Lagrange’a:

dInwin,} aZdnk BZS dn, =0. (**)

Zaktadamy, ze n,,g, >>1 i otrzymujemy dla rozkiadu Fermiego-Diraca:

0o} = S leIng, —n,nm, - (gk—nk)-ln(gk—nk)]ZZ{”kln(&‘J gkln( nkﬂ

k

Dla rozktadu Bosego-Einsteina mamy:
anBE{nk}: Z[(nk + 8y _1)' ln(nk + 8 _1)_”k Inn, _(gk _l)ln(gk _1)] ~

k

~ Zl:nk h{ +1J+ g, ln(1+gﬂ,

przy zatozeniu, ze gi-1~gy.
Dla rozktadu Maxwella-Boltzmanna:
InW* {n, }=InN+Y [, Ing, —n, Inn, +n,].
k

Poniewaz pierwszy czton jest staly, mozemy go pomina¢:

Inw " {n, }= Z[nk lni—k+nk}.
k

k

Mozna te wyrazenia dla trzech rozktadow zapisa¢ w jednolitej formie:

nw{n, } = Z{nk ln[g—k - aj —&h{l - a”—kﬂ,
X n, a by

gdzie stata a jest rowna +1 dla rozktadu F-D, -1 dla rozktadu B-E i 0 dla rozktadu M-B.
Zastosowanie metody mnoznikow Lagrange’a daje:

Z{ln[&—aJ—a - Bsk}dnk =0,
k 1y

h{ﬁ—a]—a—ssk =0,

n;

a stad:

czyli:
8k
explo + Be, )+ a

&:exp(a +Be, )+a
ny

n, =

Dokonujac przyblizenia klasycznego dla &% 5> 1 mozemy pomina¢ a i widzimy, ze rozktady
ny
F-D i B-E daza do rozktadu M-B.



Ruchy Browna (1827).

Sa one pierwszym eksperymentalnym dowodem kinetycznego obrazu materii.

v Tak mogta by wyglada¢ droga
pojedynczej czastki zawiesiny.
Gdyby zaznaczy¢ potozenia
czastki w krétszych odstgpach
czasu to krzywa trochg by si¢
wygtadzita.

Sity dziatajace na czastk¢ zawiesiny mozna przedstawi¢ jako sum¢ dwoch sit:

F, - - sita bedaca wypadkowa nierdwnomiernego bombardowania czastki zawiesiny przez
czasteczki osrodka,

F ;- sita oporu osrodka o ktorej zaktadamy, ze:

— dr dr
F, = —-6mnr, — = —K — - prawo Stokesa.
L nr d i p

Rozwazmy ruch czastki wzdtuz dowolnie wybranej osi (np. X). Sita dziatajaca na czastke
wzdtuz tej osi da si¢ zapisa¢ wzorem:

FX:X—K@,

dt
- e dx dy dz
akladajac, ze F. =(X,Y,Z)i F, =|-K—,—-K— —-K—|.
sakladae 2 F, =(X.¥.2) i F, =Kk ¥ %)

Korzystajac z twierdzenia o wiriale dostajemy:
m<vx2> :—<Fx -x> =—<X-x>+<K-x-vx>,

gdzie v, = % . Obliczajac $rednia w czasie znacznie dtuzszym niz czas migdzy kolejnymi
uderzeniami czastki zawiesiny przez czasteczki osrodka (10" - 10™'*s) otrzymujemy, ze
<X . x> =0, gdyz kierunek i wartos¢ sit pochodzacych od bombardujacych czastek zmienia sig
catkowicie przypadkowo. Tak wigc:
v )= (K xov,). e
Poniewaz ruch czastki jest przypadkowy, wigc:
<vxz> = <vy2> = <v22> = §<v2> .
Zaktadajac, ze czastka zawiesiny jest w rownowadze termodynamicznej z czastkami osrodka:
%m<v2> =3iT = m<vx2> =kT.
Mozna tez zauwazy¢, ze:

2xv =2x@:ix2 oraz <—x2> =i<x2>,
d dt

stad wigc prawa strona roéwnania (*) moze by¢ zapisana jako:

<K-x-vx>:%K%<x2>.



Mamy wigc:
d
kT =LK —(x%),
co po scatkowaniu daje:

o\ 2kT kT RT
<x > = = t= t
K 3amr,  3mnr,N,
rownanie Einsteina - Smoluchowskiego.

Wynika z niego, ze $redni kwadrat przemieszczenia czastki wzrasta proporcjonalnie do czasu
1 nie zalezy od masy czastki zawiesiny. Zostato ono potwierdzone przez (???) — badat on
czastki, ktorych masy réznity si¢ o czynnik 10*.

Jak prowadzi si¢ pomiary:

iv Startujemy w chwili /=0.
Notujemy potozenia czastki w chwilach ¢, 2¢, 3z,...,
wyznaczajac kazdorazowo Ax 1 obliczamy:

M <(Ax)2> = %Z(Ax, )2 , dla okreslonego .

1

Teoria ciepla wlasciwego.

Pokazali$my, ze ciepto wtasciwe dla gazu doskonatego wynosi:

C, =2R=~12,47 J ,
mol - K
s J

C,=3R=2097

i mol - K
Natomiast wartosci eksperymentalne C, (=25°C, p=1025 hPa):
Argon (Ar) :20.79 [J-mol K]
Tlen (O,) ©29,36 [J-mol K]

Benzen (C¢Hg) : 81,73 [J-mol" K]

W celu wyjasnienia tej rozbiezno$ci ograniczmy si¢ poczatkowo tylko do gazéw
dwuatomowych.

m; my
——— P
I'is f I2s
CM

Czastka moze sig porusza¢ ruchem post¢gpowym, obracac si¢ i oscylowaé wzdtuz linii taczacej
atomy. Catkowita energia czastki wynosi:
E=E ,+E, 6, +E,_.

post



Podobnie energi¢ wewngtrzna gazu mozna zapisac jako:
U = U + Uobr + Uosc .

post
Energia ruchu postepowego:
E,, =M’ =%M(vx2 +vy2 +v22),

post

gdzie M=m+m, a v jest predkoscia srodka masy. Srednia energia:
(Fu= 247 =01 ).

stad:
M <vx2> =1kT - $rednia energia ruchu postgpowego

na jeden stopien swobody.
Ruch obrotowy:

|
I
|
M ! Ys
|
1

X
X,s =15 SIn0O cos@

Vs =g SInO sin@

Z,g =g c0sO

Energia ruchu obrotowego pierwszego atomu:

dug Y (v (dzg Y OV , (doY
EObr(ml):%MI[[ dltsj +( d;Sj +( dltsj :%mlrlsz (zj +Sln26(7(fj .

Podobnie dla drugiego atomu (o wspotrzednych (n -0,0+7 )):

2 2
E,. (mz): %mzrzszl:[gj + Sinze(ii_(zpj :l .

Dla obu atoméw razem (cala czastka) mamy:
2 2
do d :
E, =11l—| +1I 1 sin%0
dt dt ’

gdzie I =mr" +m,r," - jest to moment bezwtadnosci czastki wzgledem prostopadtej do

niej osi.

Energie kinetyczna zwiazang z oscylacjami mozna zapisac jako:

dr.\ dr,. Y
EK,osc:%ml( dltSJ +%m2( dztsj s

co mozna tez przedstawi¢ jako:




. m,m
gdzie r=r —ryg, B =——.

m, +m,

Nalezy tez uwzgledni¢ energie potencjalna oscylacji. Zatozmy, ze czastka drga jak oscylator
harmoniczny:

E,,.=1Kp?, p=Ar.

P.,osc

Z tw. o wiriale mamy:

<EK,osc > = <EP,osc > s
co dla naszej czastki mozna zapisa¢ jako:

2
(2] ) =15 (p7).

Srednia wartos¢ catkowitej energii czasteczki dwuatomowej mozna zapisa¢ nastepujaco:
do\’ do )’ dr’
_1 2\ 1 2\ 1 AWl 1[99 §ip2 (e 1l p?
<E>—2M<vx >+2M<vy >+2M<vz >+21<(dtj >+21<( dtj sin e>+2u<(drj +2K<p >

(*)
Przyjelismy to zatozenie upraszczajace, ze rotacja i oscylacja czastki sa od siebie niezalezne.
Wzér (*) mozna ogodlnie zapisa¢ w postaci:

()= a(e).

gdzie g; sa wspotrzednymi (lub predkosciami) uogoélnionymi a a; to state wspotczynniki.

Pierwsze trzy wyrazy rownania (*) sa rowne i kazdy z nich wynosi 1 kT . Dwa ostatnie

wyrazy tez sa rowne. W ramach fizyki statystycznej mozna udowodni¢ twierdzenie zwane
zasadg ekwipartycji:

Kazda sktadowa energii czasteczki proporcjonalna do g* lub g° dla uktadu w stanie

rownowagi jest rowna kT .

Mozna ten fakt zapisa¢ nastgpujaco:
(Ey=L 4T
2
Dla gazéw dwuatomowych takich jak H»,0,,N, f=7, a zatem <E > =ZkT . Energia
wewngetrzna takiego gazu wynosi:
U=N,LkT =IRT,
wigc ciepto wlasciwe Cy jest rowne:
C, =IR.
Wynik ten jest sprzeczny z dos§wiadczeniem przy temperaturach 7' << 1000 K.
Zakladajac, ze wzor Mayera (C,=Cy+R) jest stuszny, powinniSmy mie¢:



C,=2R y=C—=—z1286
P 2 s C s

Tymczasem jest inaczej, co przedstawia wykres:
b Co

1,7+
1,6+
1,5+
141 -
134+ powietrze —— -

1,2

100 200 300 400 500 600 700 T[K]

Prawidlowy opis zachowania si¢ ciepta wlasciwego gazéw znajdujemy dopiero w fizyce
kwantowe;.

Zaktadamy, ze energia ruchu rotacyjnego i oscylacyjnego jest skwantowana, ale odstepy
miedzy dozwolonymi poziomami energii dla gazu w makroskopowym naczyniu sa znikomo
male, niemierzalne.

Obroty czastek:
Energia ruchu obrotowego:

hZ
E,(obr) = Zl(l +1),

gdzie [=0,1,2,... . Rozktad liczby czasteczek pomigdzy rézne poziomy energii w stanie
rownowagi dany jest rozktadem Boltzmanna:
2

N h
2/ +1 —
obr ( ’ )exp|: 2IkT
N = Zn s
> (1 +1
Z, = 2(21 + l)exp{— —ZEkT )} ,

oraz g, = 2/ +1 - dla kazdej wartosci / istnieje 2/+1 mozliwych ustawien osi rotacji wzgledem

n,(obr) =

I(1+ 1)} ,

wybranego kierunku. Wprowadzamy parametr:
2

= —— - temperatura rotacji,

0 =
obr 2 ]k

wtedy:

n, (obr) = zi (21 + l)exp{— 90% I(1+ 1)} .

obr

Mozna teraz zapisa¢ przyczynek do energii wewngtrznej gazu od ruchu obrotowego:
U, = . n,(0br)E,(obr).
i

Jest to trudne do obliczenia, bo trudno policzy¢ Z,p,-
Mozna jednak skorzysta¢ z pewnej wlasnosci funkeji podziatu:

N E,
U= Z[:niEi = ?Z&‘Ei exp(_k_T]’
E;
Z = Z[:gl CXP(— k_Tj .



Zauwazmy, ze:

iex —E—Eiex _E
or | TP\ Tk | Tk S Tk )

Mozemy energi¢ wewngtrzng zapisac jako:
N 0 E,\ NkT’ oZ
U=—kI’ —exp| —— | = —,
7T 28 opex ( j 7 or

kT )
zatem:

U = NkT*

OlnZz :><E>:£:kT2.
N

Dla ruchu obrotowego mozna rozwazy¢ dwa graniczne przypadki:

T<<0,:

Mamy:

20 60
Z ., =1+3exp| ——2 |+ 5exp| ——2- |[+....
obr p( T j p( T j

Mozemy ograniczy¢ si¢ do dwoch wyrazéw rozwinigcia, poniewaz nawet dla 27" =0, trzeci

wyraz jest kilka rzedow wielko$ci mniejszy niz drugi. Energia wewngtrzna w takim
przyblizeniu wynosi:

d 20 . )] 20
U, =N kT? —|In| 1+ 3exp| ——2 |||~ 6RO , exp| — —2" |,
obr A 6T|: ( p( T ]J_ obr p( T j

Stad wynika przyczynek do ciepta wlasciwego:

2
2
C, (obr)= Uur | 1o ot | x| - B
or ), T T

Wynika z tego, ze przy T—0, przyczynek do ciepta wtasciwego pochodzacy od obrotow
czastek tez maleje do zera. Fizycznie odpowiada to temu, ze przewazajaca wigkszo$¢ czastek
jest w stanie z /=0. Wzbudzenie do wyzszego poziomu rotacyjnego jest mato prawdopodobne,
bowiem lezy on wysoko w porownaniu ze $rednia energia ruchu postgpowego.

T>>0,.:

Wtedy odlegtosci migdzy poziomami rotacyjnymi sa mate w porownaniu ze $rednia energia
ruchu postepowego (k7). Dokonajmy nastgpujacych przyblizen:

I+1) > 1*201+1 21,
oraz zamienmy sumowanie na catkowanie. Wtedy:

i 0
Z,, =2 exp(—”—b’lzjdl _ T
0 T eobr
InZ, =InT-In6,,,
U, =kN T’ % =RT = C,(obr)=R.

Wynik ten jest zgodny z przewidywaniami teorii klasyczne;.



Oscylacje czastek:
Czastkg dwuatomowa traktujemy jako oscylator harmoniczny:
E,(osc) = (n+1)ho,,

. [k .
gdzie n=0,1,2,...,a o, = .|— .Wprowadzamy temperaturg charakterystyczna oscylacji:
1)

Mozemy zapisaé Z,,. jako:

d E (osc) 0 ud
Z =) exp| —— =exp| ——== exp| —
e =D, xp( e ] Xp[ o j(z(; Xp[

korzystajac ze wzoru:

ne osc
T

)

Zx" = L, dla |x[<1
1-x

dostajemy:
0
exp(— —2"“’ ]
Z =

osc l_exp[_eoscj .
T

Podobnie jak poprzedni mozemy rozwazy¢ dwa przypadki graniczne:

T<<0,.:

Mamy:

0 0
7 mexp| ——2¢ | 1+exp| ——2< ||.
o2 (-]

Zatem energia oscylacji wyniesie:

Uovc :]\[Ak]w2i _eﬂ"'ln 1+eXp _eﬂ :NAkeovc l+eXp _&& )

z tego wzgledu wkiad do ciepta wlasciwego wyniesie:

0 0
C — R osc _ osc X
, (0sc) (—T jexp[ T j

Jezeli temperatura maleje do zera, to C,(osc) rowniez.

T>>0,,:

W tym przypadku mamy:

Zoscz I_OOSC d = d _la
‘ 2T )6 0 2

U,.~RT = C,(osc)=R.
Wynik ten jest zgodny z przewidywaniami klasycznymi.
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